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Notacoes e Terminologias

e N\ variedade de Nehari;

M variedade de Nehari generalizada;
e o(T) o espectro do operador T

e — convergeéncia forte;

e — convergéncia fraca;

e — imersao de espagos;

e f(z,u) = o(u) denotard uma funcao f que é muito pequena comparada a

e ['(u) = o(||lu|]|) denota a derivada de um funcional que é muito pequena

comparada a ||u|;

o [P

P (RY) espaco das fungdes u : RY — R que sao localmente p-integraveis

sobre cada subconjunto compacto K C R,



Prefacio

Neste livro apresentaremos o método da variedade de Nehari generalizada
introduzido por Zsulkin e Weth em [10]. Aqui dissertaremos o método de forma
didatica e clara, onde estaremos interessados em fazer uso do método para

resolvermos os trés problemas abaixo:

(1) Existéncia de solugao ground state e Multiplicidade de solug¢ao : Seja

Q C RY um dominio limitado e considere o problema de autovalor,

—Au— = f(z,u), x€
(1)
u=0, x € 0f).
Com A\ < A, onde A; denota o primeiro autovalor de Dirichlet de —A em €2 e

f € C(Q2 x R, R) satisfaz a condigao de crescimento

(2, u)] < a(1+[ul") (2)
para alguns a > 0 e 2 < ¢ < 2%, com 2* := 2N/(N —2) se N > 3 e 2" := 00 caso
contrario.

(2) Existencia de Solugdo ground state:

—Au+V(x)u= f(z,u), zeRV
(3)
u(z) — 0, |z| — oo.
Se V' ¢ limitada, e f é continua e satisfaz a condigao de crescimento (2), e com

funcional

B(u) = %/RN(WUP -V (@)u)de — /RN Flz, u)dz. ()
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(3) Por fim concluimos o trabalho estudando a multiplicidade de solucao e a

existéncia de solucao ground state para o sistema

(

—Auy = h(z,u), z€Q

—Auy = g(x,u1), z€Q (5)

u; = uy = 0. x € 0N
\

Com o funcional associado dado por

O(u) = /QVul - Vugdr — /Q((G(x,ul)) + H(x,us))dx para u = (uy,us) € E,

onde,
Ul uz
G(x,uy) ::/ g(x,s)ds e H(x,us) ::/ h(z, s)ds.
0 0
e ambos satisfazendo a condi¢ao de crescimento (2). Encerrando assim as
aplicagoes do trabalho.

Palavras-chave: Variedade de Nehari Generalizada, Solucao Ground State,

Condicao Palais-Smale.
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Introducao

Neste trabalho estudaremos o método da variedade de Nehari generalizada por
Szulkin e Weth em [10] e faremos algumas aplicagoes. Para a melhor compreensao
vamos introduzir brevemente um pouco sobre o método desenvolvido por Szulkin
e Weth, para isso seja F um espaco de Banach real uniformemente convexo,

® € C'(E,R) e ®(0) = 0. Suponhamos as seguintes condigoes

(I1) Existe uma func¢ao normalizacao ¢;

flwll
wrs v = [ et OB\ {0}, R)
0
sendo que J := ¢’ é limitado em conjuntos limitados e J(w)w = 1 para todo
weS={wekFE:|w|=1}

(I2) Para cada w € FE \ {0} existe s, tal que se a,(s) = ®(sw), entdo

al,(s) > 0para 0 < s < s, ea,(s) <0 para s> s,;

(I3) Existe § > 0 tal que se s,, > ¢ para todo w € S e para cada subconjunto

compacto IC C S, existe uma constante Cx tal que s, < Ck.

Define-se como a variedade de Nehari o conjunto A/ dado por
N:={ue Eu#0:9(uu=0}

As condigoes acima sao essenciais para a existéncia de um homeomorfismo entre
S e N, para obter sobre certas condicoes uma infinidade de pares de pontos

criticos para ®|g e por consequéncia do homeomorfismo, também garantird uma



infinidade de pares de pontos criticos para ®|y. Aqui, neste momento, nao nos

estenderemos para que possamos conversar melhor mais a frente.

Continuando neste momento introdutério, vamos falar um pouco sobre o
método de Nehari aplicado pelo matematico israelense Zeev Nehari. Considere
E um espaco de Banach reflexivo e ® € C*(FE,R), e se u é um ponto critico de
® entdo ®'(u)u = 0 para todo u € E. Portanto u € . E importante ressaltar
que a existéncia do conjunto A/ quando mencionado de modo geral nao necessita
que tenhamos as condigoes (/1) — (I3) neste caso estamos olhando simplesmente

para o método de Nehari, por Zeev Nehari.

O método de Nehari se resume em minimizar o funcional ® sobre N, isto é,
obter u € N;
®(u) =c:= inf ®(u
(1) = ¢ 1= inf @(u)

O matematico israelense Zeev Nehari (1915 — 1978), desenvolveu esse método
através de dois artigos [6] e [7]. Nesses artigos Nehari considerou uma EDO de
segunda ordem em um intervalo I e mostrou a existéncia de solucao nao trivial
minimizando o funcional sobre A/, com ® de classe C? associado ao problema e
usou o Teorema da Funcao Implicita para mostrar que o ponto de minimo de ®
em N era ponto critico em todo o espaco. Em [7] mostrou a existéncia de solugao
com um determinado nimero de nés em I. Desde entao o método vem sendo
estudado e outros matematicos foram criando outros métodos como o de fibracao

por Pohozaev [2].

Pankov em [8] apresenta uma generalizagao da variedade de Nehari, que
denotaremos por M. Ainda supondo o funcional ® sendo C? e a seguinte
decomposicao ortogonal E = ET @ E°@® E~ com E um espaco de Hilbert. vamos
esbocar brevemente o método de Pankov. Ele primeiro mostra que M é uma

variedade C' e é uma restricao natural no sentindo de que u é ponto critico nao



trivial de ® se, e somente se, u € M e é um ponto critico de ®|r. Uma vez que

c:= inf &y > —00
ueM ‘M ’

o principio variacional de Ekeland produz uma sequéncia Palais-Smale para ®|

no nivel c. Pankov entdo usava o fato de f € C' juntamente com

fla )

(@, w)] < a(l+[uff™?) e 0< < 0f(z,u),

com 0 € (0,1) e para todo u # 0, para mostrar que essa sequencia Paleis-Smale
¢ limitada e encontra um minimizador com os argumentos de concentracao e
compacidade. Uma vez que nao estamos assumindo que f ¢é diferencidvel e nem a
equacao acima, logo M nao precisa ser uma C' —variedade, e com isso o método

de Pankov nao se aplica. Como contornar entao tal dificuldade?

Szulkin e Weth em [10] apresentaram um resultado abstrato, o qual exigia
apenas que o funcional fosse C'! e tinham minimo local em 0, e ® = Iy — I com I
homogéneo e o I completamente continuo onde apresentaram varias aplicagoes.
Onde nao exigiam mais que o funcional fosse C? mas apenas C!, no mesmo
trabalho apresentaram a versao generalizada da variedade de Nahari, agora com ¢
sendo C, este foi o material base para o desenvolvimento da dissertacao. Faremos
resultados importantes sobre a variedade M, que nos garantiram multiplicidade
de pares de pontos criticos na mesma, que sera nossas solucoes dos problemas

(1),(3) e (5) apresentados no resumo.

Vamos agora conversar um pouco sobre o método utilizado. Uma vez
que ® é C' ndo garantimos que M é uma variedade C!, no entanto ainda
continua sendo uma variedade topoldgica. Contornamos essa dificuldade em
nao poder aplicar o método de Pankov quando garantimos a existéncia de uma
correspondéncia bijetiva entre pontos criticos de ®|s+ com a variedade M através

de um homeomorfismo, com

St =SNEt={ueE":|ul=1}



E S* é uma subvariedade C', vemos este fato em Szulkin [11]. Uma vez que ®|g+ é
limitado inferiormente e satisfaz a condi¢ao Paleis-Smale-(PS), assim garantimos
uma infinidade de pares de pontos criticos para ®|s+, pelo homeomorfismo
também garantimos sobre M, no momento em que provamos que o funcional ®
satisfaz a condigao Paleis-Smale sobre M. A apresentagao deste homeomorfismo

serd feita na Proposicao 1.1 do trabalho.

Supondo ® € CY(E,R) e a decomposicaio £ = ET @ E° @ E~, onde

dimE° < oo, e ® satisfazendo:

(A1) ®(u) = L||ut||> = 5|ju"||* = I(u), onde I(0) =0, $I'(w)u > I(u) > 0 para

todo u # 0 e [ é fracamente semicontinuo inferiormente;

(A2) Para cada w € E \ F, existe um unico ponto critico nao trivial m(w) de

P[5, Além disso, m(w) é o tinico méximo global de ®|,,

(A3) Existe 6 > 0 tal que |[m(w)*|| > d, para todo w € E \ F, e para cada
subconjunto compacto W C E \ F, existe uma constante C)y tal que

||m(w)|| < Cy para todo w € W.

Para assim definirmos a variedade de Nehari generalizada como
M={uec E\(E°@E"):®wu=0 e & (u)v=0paratodove (E°GE)}.

que sera o nosso conjunto onde queremos solugoes.

O resultado principal do capitulo 1 o seguente Teorema:

Teorema 0.1 Supondo que ¢ satisfaz (A1), (A2) e

(i) '(u) = o(||u||) quando v — 0;

(ii) I(su)/s* — oo uniformemente para u em um subconjunto fracamente

compacto de F '\ {0} quando s — oc;



(iii) I’ é completamente continua.

Entao a equagao ®'(u) = 0 tem tem uma solugao ground state. Além disso, se

I for par, entao estd equacgao tem infinitos pares de solugoes.

Nossa primeira aplicacao do método é o problema: Seja 2 C RY um dominio

limitado e considere o problema de autovalor,

—Au—u= f(z,u), x€Q
(6)
u =0, x € 0N

Com A < Mg, onde A; denota o primeiro autovalor de Dirichlet de —A em €2 e

f € C(Q x R,R) satisfaz a condigao de crescimento
|f(a,u)] < a(1+[ul™") (7)

para alguns a > 0 e 2 < ¢ < 2%, com 2* := 2N/(N —2) se N > 3 e 2" := 00 caso

contrario. Tendo assim o seguinte funcional associado

O(u) = /Q(|Vu|2 — ?)dz — /QF(x,u)dx.

Neste problema garantiremos uma infinidade de pares de solugoes ground state
fazendo uso do Teorema acima, para aplicarmos o método precisamos que P
satisfaga (Al), (A2) e (A3). Este fato comega em escrevermos o funcional

associado ao problema como em (A1), isto é

1 1
O(u) = 5t = 5 a1 = I(w),

A préxima aplicagao que serd exposta no capitulo 3 é a equacao nao linear de

Schrodinger com um Potencial V' no RY.

—Au+V(z)u= f(z,u), ze€RY

u(z) — 0, |z| — oo.



Se V' é limitada, e f é continua e satisfaz a condi¢ao de crescimento dada, e com

o funcional associado

O(u) = 1/RN(|VU|2 + V(z)u®)dx —/ F(z,u)dx. 9)

2 N

Em [12] Szulkin e Weth mostram que se f é impar em u, e adicionando a condicao
de Ambrosseti-Rabinovitz entao o problema nao linear de Schrodinger tem uma
infinidade de solugoes geometricamente distintas, no entanto aqui vamos apenas
provar a existéncia de uma solugao de estado fundamental via minimizagao em M,
fazendo uso de resultado de concentracao e compacidade, e claro sem esquecermos
de mostrar que o funcional em (14) satisfaz (A1), (A2) e (A3). Em outra palavras

se resumird em demonstrar o seguente Teorema:

Teorema 0.2 Supondo V € C(RY R), f € C(RY x R,R) satisfazendo (2.6)

(i) V, f sdo 1-periddicas em xy,...,xn, 0 € o(—A+V) e o(—A+V)N(—00,0) #
0,

(i) f(x,u) = o(u) uniformemente em = quando u — 0,
(iii) uw — f(z,u)/|u| estd crescendo estritamente em (—o0,0) e (0,00)

(iv) F(z,u)/u* — oo uniformemente em x quando |z| — oo
Entao o problema (8) possui uma solu¢ao ground state.

Em suma, no capitulo 4 vamos apresentar nossa ultima aplicacao do método
que sera o seguinte sistema nao linear

(

—Auy = h(z,u), z€Q

§ —Aus = g(z,uq), x €N (10)

u; = ug = 0. x € 0N.
.



Com o funcional associado dado por

O (u) = / Vuy - Vugdx — /((G(m,ul)) + H(z,us))dx para u = (u,us) € F,
Q Q

onde,

Gl ) = /O Y@ s)ds e H(z,up) = /O “ e, s)ds.

Nesta aplicagao vamos garantir a multiplicidade de solugoes ground state, fazendo
uso fortemente do Teorema 0.1 acima, de maneira semelhante a primeira aplicacao

dada em (6). Concluindo assim as nossas aplica¢oes do método.



Capitulo 1

A Variedade de Nehari

(Generalizada

Neste capitulo, vamos comecgar apresentando a variedade de Nehari
generalizada segundo Szulkin e Weth em [10]. Neste momento vamos supor
trés condigoes de suma importancia para o desenvolvimento do método, que
sao (Al) — (A3), onde serao definidas em breve. De modo geral este método
se resume em fazer uso de um homeomorfismo entre a esfera unitaria em um
espaco de Banach reflexivo com a variedade de Nehari. Agora, com este método
suponhamos que o funcional ® seja apenas C', e uma vez que nao estamos
supondo o funcional C? a variedade de Nehari ndo serd uma variedade de classe
C! ou C'-variedade, mas ainda sim serd uma variedade topolégica, neste caso
uma variedade simples, ou C°-variedade. E para contornar esta dificuldade usasse
fortemente o fato da esfera unitaria em um espago de Banach de dimensao infinita

ser uma C'-subvariedade, onde pode ser visto em [11].

Ao longo deste trabalho, supomos que F é um espaco de Hilbert e com a

seguinte decomposicao ortogonal

E=E"¢oE°oFE =E"¢oF, F=E"¢FE  (dimE’<+c0), (1.1)

10



assim, se u € F, podemos escrever
u:u++u0+u_ :u+—|—v

onde u™%~ € Et0~ respectivamente, em que ut”~ nao denotard a parte

positiva, nula ou negativa de u e v € F'.

Seja agora a esfera unitaria definida por
St=SNE"={ueE":|jul| =1},
da decomposicao de E podemos definir os seguintes espagos
Ew)=RudF=Rut®F ¢ Eu) =R'udF=RutaF, (1.2)
com, Rt = [0, 00).
Seja ® € C''(E,R). Vamos fazer algumas suposigoes sobre ®:

(A1) ®(u) = 3||ut|* — 3[|u~|[* = I(u), onde I(0) = 0, $I'(u)u > I(u) > 0 para

todo u # 0 e I é fracamente semicontinuo inferiormente;

(A2) Para cada w € E \ F, existe um tnico ponto critico nao trivial m(w) de

P[5, Além disso, m(w) é o tinico méximo global de ®|z,,

(A3) Existe 6 > 0 tal que |[m(w)*|| > d, para todo w € E \ F, e para cada
subconjunto compacto W C E \ F, existe uma constante C)y tal que

||m(w)|| < Cyy para todo w € W.

Definamos como a variedade de Nehari generalizada o seguinte conjunto M, dado

por:
M={uecE\(E°@E™) :®(uwu=0 e ®(u)v=0paratodov e (E°®E )}
Para esse momento de definicoes vamos recordar as definicoes de sequéncia

(PS) e condicao (PS). Para isso, seja X um espago de Banach e ® : X — R um

funcional de classe C.

11



Defini¢ao 1.1 Dizemos que (u,) C X, € uma sequéncia Palais-Smale-(PS),

no nivel ¢, denotada por (PS). quando
O(u,) = ¢ e P (u,) — 0.

Definicao 1.2 Dizemos que ® wverifica a condigio de (PS), quando toda
sequéncia (PS). para ¢ € R, admite uma subsequéncia que converge forte em
X, isto €,

O(u,) = c e ®(u,) — 0,
existem (uy,, ) C (u,) € up € X tal que

Up, — Uy em X.

Mais a frente no Lema 1.1 item (i24) mostraremos quando a variedade de
Nehari generalizada M, coincide com a variedade de Nehari N apresentada por

Szulkin e Weth em [1].

Observemos que se ® é C! nao garantimos que M ¢é uma C'-variedade, pois
de modo geral, a variedade de Nehari ¢ uma variedade simples ou seja, apenas C°-
variedade. Mas contornaremos essa dificuldade quando provarmos a existéncia de
um homeomorfismo m entre ST e M. Teremos ai uma correspondéncia bijetiva
entre os pontos criticos de ® restrito a ST com a M, e uma vez que P|g+ é
C*', limitado inferiormente e satisfaz a condigao (PS), entdo ®|g+ possui uma
infinidade de pares de pontos criticos sobre ST, e relacionamos tais pontos criticos
de ® sobre a esfera S*, com os que pertencem a variedade quando provarmos que
o funcional satisfaz a condigao (PS) também na variedade de Nehari generalizada

M.

Apresentaremos neste momento o primeiro Lema desde trabalho o qual sera
muito usado no decorrer do desenvolvimento do método. E importante frisar que
o item (iii) do Lema abaixo diz quando a variedade de Nehari generalizada M
coincide com a variedade de Nehari A apresentada na introducao. Pois quando

F = {0}, entao (A2), (A3) serdo equivalentes a (12), (I3) e M = N.

12



Lema 1.1 Suponha ® € C'(E,R) e as hipdteses (A1) — (A3). Entdo,

(i) Seu#0 e P (u) =0 entao (u) > 0;
(ii) Por (A2) seque E(w) N M = {i(w)}:

(i7) Dado t > 0 temos m(w) = m(tw) e por consequéncia imediata F = {0}.

Demonstragao: i) Seuw # 0 e ' (u) =0 entdo

D) = () — 5@ = gl gl |7~ 1) — 5 [P~ | = ()]
_ %I’(u)u —I(u) > 0,

onde a ultima desigualdade acima seque da hipdtese (Al).
it) Seja z € M N E(w), dai z = tw" + v e ainda por M
O (twt + v)(twt +v) =0,
pela linearidade
t0' (tw™ + v)w" + ' (tw™ + v)v =0,

logo,
' (twt + v)wt = 0.

Dessa forma, z é um ponto critico nao trivial de ® restrito a E(w), Resta estender
para todo E(w). Para isso, sejat > 0 e m(w) = swt +n € E(w) comn € F

ainda teremos,
O (twt +v)(swt +n) = s®' (twt + v)wt + ' (tw" +v)n = 0.

Agora sim, pela unicidade em (A2) para ® restrito a E(w) concluimos m(w) =
z =m(w). Mostrando ii).
iii) Este item € direto da definicio de E(w). Basta notarmos
Ew)=Rtwe F=Rtw" @ F =R w' @ tF = E(tw),

13



em particular,

concluindo a demonstracao.

Lema 1.2 Seja ® € CY(E,R) e E um espago de Hilbert com a decomposi¢io
(1.1), entao:

(1) d(M,F)>0;
(i) A wariedade de Nehari generalizada M € fechada.

Demonstragao: (i) Primeiramente vamos mostrar que M estd afastada de F'.

Seja entao m(w) = m(w)™ 4+ z € M com z € F, dai seque,
172 (w) = vl = [(w)™ + 2z — || = [7(w) s+ + |2 — v,
passando o infimo sobre F' na igualdade anterior, temos d(M, F') > 0, pois

12£ |z —v||lr =d(z,F) =0 e por (A3) |m(w)*] > 6.

(11) Vamos agora mostrar que M € fechada. Com efeito, € suficiente notar
que a variedade pode ser escrita M = AN B com A e B fechados. Para isso,
consideremos

A={e(0)} com ¢(u) = (u)u.
A € claramente fechado. Por outro lado precisamos estender para toda M vamos
entao definir B olhando para F' que serd a sequnda parte da defini¢ao de M, com

B= ﬂ B, onde B,={p;'(0)}, com ¢,(u) = (u).vVveF

veEF

Uma vez que cada B, € fachado, B € fechado. Portando M ¢€ fechada.

Lema 1.3 Seja ® € CY(E,R) e E um espago de Hilbert com a decomposi¢io
(1.1), e suponhamos as hipdteses (A1) — (A3) entdo:
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(1) t v = ||wl|[tw para todo t > 0;

Tl
(17) Se w e M entao t, =1 ewv, =0, isto é, w=m(w);

(17) ty+ =ty € Vyr = Uy, para todo w € E\ F, ou seja, m(w) = m(w™).

Demonstracgao: (i) Desde que m(tw) = m(w), para todo t > 0 e para todo

w e E\ F, concluimos que, para t = ”71” > 0, obtemos

w +
tw [— ) +vw =t,w + 0,
[[wll ||w|| lwl]

donde
wt
w —_—
1 ]

Passando a norma em ambos os membros acima, seque

tow™.

tw = |w]|te.

[l

Mostrando (i).

(i1) E suficiente mostrar que se w € M entdo w é ponto critico de (I)|E(w)’
Com efeito, notemos que
w € E(w),
PO1S
w = 1lw+ 0.

Por outro lado, da definicao de M,
O (w)(tw + v) = t®' (w)w + ' (w)v = 0,

para quaisquert > 0 e v € F. Mostrando que w € ponto critico de <I>|E(w), e pelo
Lema 1.2 item (ii) sabemos que m(w) € o dnico ponto critico de |z, assim

concluimos w = m(w), provando (ii).

(11i) Agora € suficiente mostrarmos que

E(w) = E(w") (1.3)



Esta ultima igualdade € uma consequéncia imediata da defini¢ao de E(w)

Uma vez que m(w) € o dnico ponto critico de |z, concluimos de (1.3) que

m(w) = m(w™). [ |
E importante notarmos também que
E(R w) = ER*w*) = E(w) = E(w™).
Seja as aplicagoes, m : E\F — M em : ST — M, com

m="ml|s+ e mw)=rt,w" +uv,

Agora jd estamos em condi¢oes de apresentarmos a Proposicao 1.1, talvez nao
a mais importante deste trabalho, mas a que representa o método. Onde consiste
na constru¢ao do homeomorfismo entre a esfera unitdria ST e a variedade de

Nehari generalizada M.

Proposicao 1.1 Suponha que ¢ satisfaz (A1)-(A3), entao:

(a) a aplicagao m € continua

(b) a aplicagio m é um homeomorfismo sobre a ST e M
Demonstragao: (a) Supondo (w,) C E\ F, w, — w ¢ F. Desde que

i) =7 (g

assumimos sem perda de generalidade que w, € S*. FE suficiente mostrar que

m(wy,) — m(w)
a menos de subsequéncia. Escrevendo,

m(wy) = 8wy + Uy = Spwy, + 00 + v, (1.4)
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Por (A3), (m(wy)) € limitada, assim passando uma subsequéncia s, — S acima

VEM

0 - .= 0 - 0 -
Spwy, + v, +v, — Sw+v, +v,, Ve =V, + 0,

considerando m(w) = sw + v, decorre de (A2) que
O(m(wy,)) > P(sw, +v) = ¢(sw +v) = ¢(m(w)); (1.5)

e pela semi-continuidade inferior fraca da morma e de I, e usando o fato de

|w,|| = 1, seque
N . N . 1, 1, _.5 N
P(m(w)) < lim ®(M(w,)) = lim | 5s;, — Sflv, |7 = (M (wn))

1, 1, .y

<55 =Sl [)F = 15w + v.) (1.6)
2 2

< d(m(w))
1 1

= 532 - §||v_||2 — I(sw +v).

Combinando (1.5) com (1.6) temos

O(m(w)) < lim ®(Mm(w,)) < ¢(m(w)),

T n—oo

no que seque,
lim ® (7 (w,)) = (7 (w)). (1.7)

n—00
Com isso jd temos a continuidade de m pois, devido (A2), m(w) é unico, dai
5=sev., =, enltdo s, — s, ev, — v~ e desde que dimE’ < oo temos
v? — 00, Observe que se fosse v, — v~ consequentemente ®(m(w,) — ®(Mm(w)),
contradizendo (1.7).
(b) Esta parte € uma consequéncia direta do lema anterior. Queremos mostrar
que m = m|g+ e m™' : M — ST definida por
ut

Il

17



sao inversas uma da outra. F claro que

. m(u)* tyu u
[m(u)* (| ftwull [ull
pois u € ST, logo ||u|| =1 e u=u". Vamos agora mostrar que m(m™(w)) = w

para todo w € M. Aqui vamos fazer uso do lema anterior itens (ii) e (iii) e o

fato de que m(w) = m(tw) parat > 0. Com efeito,

™ (w) = () = ) = ) = v

Concluindo a demonstracao.

m

Seja agora as sequintes aplicacoes, U Bt \ {0} >R eV:S— R dadas por
U="Ulgr e W(w):=d(Mm(w))

Proposigao 1.2 Suponha que ® satisfaz (A1)-(A3). Entio, U € C'(E+\{0},R)

com

oV
_ I g )y para todo w, 2 € B, w 0.

Demonstragao: Sejaw ET\ {0}, z € ET e considerando m(w) = s,w + vy, €

vy, € F. Agora temos
\Tl(w +tz) — \Tl(w) = O(Sprtz (W +12) + Vyprts) — P(Spw + vy)

S (I)(Sw+tz (w + tZ) + Uw—l—tz) - (I)(Sw+tzw + Uw—f—tz)
= (I),(Sertz(w + Tttz) + Uw+tz>5w+tztz

para todo |t| suficientemente pequeno e 7, € (0,1). Note agora,
U(w+t2) — U(w) > B(su(w + £2) + verz) — P(S0w + vy,)

= D' (s, (W + Mitz) + Vitz) Swtz

18



com n, € (0,1), dat
D (s, (WHMt2)+ 0yt )Swlz < \/I}(w—i—tz)—\fl(w) < D' (Syptx (WHTHE2) V0wt ts) Swatat 2

pela continuidade de s,, e por ® ser C1, temos

T Y/ i (w)*
PH& (w + t? (w) = 8, @ (SpW + V)2 = —||m(w) ” o' (m(w))z.
—

Como consequéncia disto temos o sequinte corolario no qual ja comeg¢amos
a preparar os conceitos necessdrios para a conclusio do nosso método estudado
quando provarmos a Proposicdo 1.3 mais a frente, garantindo que o funcional ®
sobe algumas hipdteses necessdrias satisfaz a condi¢ao Palais-Smale-(PS) sobre a

variedade de Nehari generalizada M.
Corolério 1.1 Supondo ® € C*(E,R) e satisfazendo (A1)-(A3). Entao:
(a) ¥ e CH(ST,R) e
U (w)z = |[|m(w)"|®(m(w))z para todo z € T, (ST).
(b) Se (w,) € uma sequencia Palais-Smale-(PS) para ¥, entio m((w,)) € uma

sequéncia (PS) para ®. Se (u,) € M € uma sequéncia (PS) limitada para
®, entio m(u,) é (PS) para V.

(c) Se w é um ponto critico para de ¥ se, e somente se, m(w) € um ponto
critico nao-trivial de ®. Consequentemente os valores de ¥ e ® coincidem

e infg+ U = inf  P.

(d) Se @ € par, entao ¥ também.

Demonstracdao: (a) Sew € ST, entao ||w|| =1 e usando a Proposicio 1.2, (a)

é verificado.
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(b) Primeiramente notemos que pela definicao de ¥ seque que V(w,) é
limitada se, e somente se, ®(m(w)) for limitada. Agora fazendo a decomposi¢ao

E=T,(5") ® E(w) para todo w € ST e escrevendo u = m(w) seque,

W' (w)l| = sup ' (w)z=[u"[| sup @(u)z= ||| (u)].,  (1.8)
2€Ty (ST) 2€Ty (ST)
[lz]|=1 ||z]|=1

a conclusao de (b) é direto da igualdade (1.8) acima, onde a ultima igualdade na
mesma seque do fato de
|¥ ()l = sup B(u)z+ sup ¥(u)o,

2€Ty (ST) vEE (w)
Iz]|=1 [[v]]=1

pois ' (u)v = 0 para todo v € E(w) e por E(w). Com efeito, dado v € E(w)
seque,

v=sw+v com weSt seR ev €F,

com 18S0,

= @' (u)m ™~ (m(w))
~ [Im(w)

Desde que ||u™]] > § > 0 para todo u € M concluimos a prova.

O (u).m(w) = 0.

(c) € direto da igualdade (1.8).

(d) Se ® € par, entao ¥ serd, pois
U(w) := d(sw) = D(—sw) := ¥(—w).

Concluindo a demonstracao. [ ]

Consequéncia imediata deste coroldrio é o proximo lema que garante que o

infimo de ® sobre M tem a sequinte caracterizagao:
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Lema 1.4 Seja ® € C'(E,R) e satisfazendo (A1) — (A3) entao:

c:= inf ®(u) = inf max ®(u) = inf max P(u).

ueM wEE\F ye E(w) weST ueE(w)

Demonstragdo: Desde que m(w) =m (H’Lw”—”> para todo w € E \ F temos,

inf max ®(u) = inf max P(u).
wEE\F ye B (w) wEST ueB(w)

Da definicao de ¥, seque
inf U(u) = inf max ®(u),
weS+ weS+ ueE(w)

combinando (1.9) e (1.10) e pelo coroldrio anterior item c), temos

inf ®(u) = inf max ®(u)= inf max O(u)
ueM wEE\F ye B(w) weST yeB(w)

Proposicao 1.3 Supondo que ® satisfaz (A1), (A2) e também

(i) I'(w) = o(||ul]) quando u — 0;

(1.9)

(1.10)

(ii) I(su)/s* — oo uniformemente para w em um subconjunto fracamente

compacto de E '\ {0} quando s — oco;

(iii) I’ é completamente continua.

Entao ® satisfaz a condi¢ao (PS) na M.

Demonstracgao: Seja (u,) C M uma sequéncia (PS). Dessa forma

O (u,) <d,

para algum d > 0 e

' (u,) — 0.
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Se (uy,) € ilimitada, definamos

Unp

el

Up :
Passando para uma subsequéncia, podemos assumair
|un]] — 00 € v, = v,

pois S € fracamente compacta. Seque-se de (ii) que se v # 0, temos

1 1
= —||lvr ]2 = =|lv||? - 1.11
St I = Sl | (1.11)

com a parte direita acima indo para —oo. Consequentemente v = 0. Por (1.11),

I([Junllvn)
(A

1 1
- + 2>_ — 12
o > Sl +

e como I >0, vem
log Il > v, Il
Assim, se v, — 0 entao v, — 0, e portanto,
loall> =1 =l [ = flog |I* — L.
Como dimE° < oo entdo v — v° # 0 entdo v # 0 contradigdo. Portanto

_l’_
v, - 0

e assim,
|of |l > a ¥V n e algum a >0,

a menos de subsequéncia. Completamos a prova da limitacao de u,, observando

que

1
d> ®(uy) = B(s,40,)) > (sv)) > zas> — I(sv)) — 504282, (1.12)

| —

para todo s > 0, contradicao pois para s > (2d)%/a (1.12) nao € valida. Portanto

(un) € limitada e



Uma vez que I' é completamente continuo e dim E° < 0o, a convergéncia acima

estd bem definida e (u,) possui uma subsequencia convergente.
]
Faremos aqui o Teorema principal da teoria do método estudado, no qual
garantird sobe certas hipérteses uma infinidades de pares de solugoes para algumas

aplicacoes abordas nos proximos capitulos. Para isso vamos apresentar a sequinte

definicao
Definicao 1.3 Solucao Ground State. Defina,

ci= ulél/a O (u).

Seja ® € CY(E, R). Um ponto critico u # 0 de ®; ®(u) = ¢ é chamado de ponto

critico de menor energia, ou também de Solu¢cao Ground State.

Teorema 1.1 Supondo que ® satisfaz (A1), (A2) e
(i) I'(uw) = o(||u||) quando u — O

(ii) I(su)/s* — oo uniformemente para w em um subconjunto fracamente

compacto de E'\ {0} quando s — oco;

(iii) I’ é completamente continua.

Entao a equagio ®'(u) = 0 tem tem uma solu¢ao ground state. Além disso, se

I for par, entao estd equagao tem infinitos pares de solugoes.

Demonstragdo: Vamos mostrar que (A3) € satisfeita. Se ndo acontecesse,
ezistiria uma sequéncia 6, = 1/n e w, € S,(0) N E* tais que s, < 1/n, com

m(w) = sw dai
0 = ®'(sn(wn)) = (0) | (wn) "[I* = I'(s0(wn) wn = 500" = I'(s(wn) ")wn.

Assim,
o I'(sn(wn)")wy,

P = )
Sn
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dessa forma, como p = ||w,||, seque

< =1 (1.13)
S | wn || S | wn ||

contradizendo (i). Com isso deve existir 6 > 0 tal que |m(w)™|| > 0 para todo
w € E\ F. Como E é Hilbert, logo reflexivo, ST € fracamente compacta. Por
outro lado se existisse uma w, € W C ST tal que |m(w,)|| > n para todo n

natural e por sua vez (ry) ilimitada. Teriamos novamente (1.12), temos ainda

por (A1)
L(rnwn) _ I'(ro(wn) DJwn _ ' (ra(wn) " )w, _
r2 - T P

O que contradiz (ii). Portanto (A3) € salisfeita.

<
2 —
Tn

Desde que m(w) = m(w™ /||w"||) para todo E\ F, isto também é verdade para
o compacto WW. Também notemos ¢ := inf,; ® > n > 0, para algum n > 0, pois

de forma natural ®(w) > n, com w € S,(0) N E*.

Pela Proposigio 1.3, e seja (w,,) uma sequéncia (PS), com u, = m(w,) € M
entao pelo Corolario 1.1 (uy,) € (PS) para ®, como ® satisfaz a condigcao (PS) em
M temos u,, — u na variedade a menos de subsequéncia, com isso, w, — m~*(u),
entao U satisfaz a condigao (PS), dai V'(w,) — 0 e pela condi¢ao (PS) w, — w,
depois de passar uma subsequéncia, logo w é minimizador de ¥ ou seja,

U(w) =®(m(w)) = ®(u) = inf V(w)= ulé,l/f/l O(u) e ¥'(w) =0,

wes+
Dessa forma, u € solugao ground state da equagao ®'(u) = 0, e pelo Coroldrio 1.1
m(w) = u € critico nao-trivial de ®.
Agora, se I é Par por (A1), ® também é, pelo Coroldrio 1.1 novamente, ¥

também serd.

Novamente pelo Corolario 1.1, 0 < infg+ ¥ = inf\; &, consequentemente W
¢ limitada inferiormente. Em suma, pela limitacao inferior sobre ST e pela
condi¢ao (PS) W tem infinitos pares de pontos criticos, ver Teorema A.l e

novamente pelo Coroldrio 1.1 temos infinitos pares de solugoes nao triviais.
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Concluimos aqui o método da wvariedade de Nehari Generalizada, e as

ferramentas fundamentais para iniciarmos nossas aplicagoes.
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Capitulo 2

Problema de autovalor

Neste capitulo estamos interessados em investigar o sequinte problema de

autovalor
—Au—u= f(z,u), €l
(2.1)
u =0, x € 01,
com 0 C RY um dominio limitado, e X > \i, \ denota o primeiro autovalor

do operador Laplaciano com condi¢do de fronteira Dirichlet e f € C(Q x R, R)

satisfazendo:

(fi) Coma>0e2<q<2 com2 :=2N/(N —2) se N >3 e2*:=00 caso
contrdrio, tais que

|f(z,u)] <a(1+|u'),
(f2) f(z,u) = o(u) uniformemente em x quando u — 0,
(f3) u— f(x,u)/|u| € estritamente crescente,
(f1) F(x,u)/u®> — oo uniformemente em x quando |u| — oo.

Para aplicarmos o método da variedade de Nehari generalizada, vamos definir

primeiramente algumas notagoes, E = H} () com
E=E"®oE°® E-

26



a decomposi¢do ortogonal correspondente ao espectro de A — X\ em FE. Mais
precisamente, denotamos os autovalores de —/A por Ai, s, ... e um conjunto
ortogonal em E correspondente por cada autofuncdo e; do autovalor \; que gera

o subespaco ortogonal E~, e de maneira andloga para o subespaco E°. Para isso,

supondo Ny < A= Agp1 = ... = Ay < Ay onde 1 <k <m. Entao
E~ = spani{ey,....,e} e E° = span{epi1,...,em}.
Também admitimos o caso k = 0 e k = m > 1 que correspondem
respectivamente a E= = {0} e E° = {0}. Tendo em wvista esta decomposi¢io

cada elemento uw € E, pode ser escrito comou =ut +u +u e BT E @ E~.

Desta forma a norma de u no espagco E serd

/‘GVuP—-mﬂ)¢r=|w+w*—nu1P.
Q

Entao o funcional associado a (2.1) é
[ IR

D) = Lo — 5P~ I(w), (22

com,
I(u) = / F(z,u)dz e F(zr,u):= / f(z,s)ds
0 0
Para uso nessa aplicagao vamos precisar de alguns resultados entre eles, o

sequinte lema:
Lema 2.1 Se f satisfaz (f2) e (f3) € Q um conjunto qualquer, entio F(xz,u) >0
e 5 f(z,u)u> F(x,u) para todo u # 0.

Demonstragdo: Para ver que F > 0 notemos que (fs3) garante que f(x,u)/|ul

¢ sempre crescente para u # 0. Por (fs) temos

oo, u) = lim f(|9;,|U)

=0 Vx e,

o que implica que podemos definir g(x,0) = 0. Assim (f3) implica que f(x,u)

deve ser negativa para v < 0 e positiva para v > 0. Portanto o integrando da
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definicao de F' ¢ positivo quando u > 0, e negativo se u < 0, mostrando que

EF > 0. Por outro lado, temos

F(x,u) :/ f(x,s)ds :/ Msds
0 0 S
e pela hipotese (f3), onde garante que f(x,u)/|u| € crescente em [0, u], temos

flx,s) _ flz,u)

max — )
s€[0,u] S U
dai
u u u 1
/ f(xas)sds < / f(fL”,U)SdS - M/ sds = — f(x,u)u.
0 s 0 U u 0 2

Mostrando o resultado.

Lema 2.2 Supondo que A > X\, Q um dominio qualquer e f satisfazendo
(f1) — (fa) e seja u, s,v nimeros reais, tais que s > —1 e seja, w = su+ v # 0.
Entao

f(z,u) {s(% + Du+ (1 +s)v} + F(z,u) — F(z,u+w) <0
para todo x € €.
Demonstracao: Fizemos x € Q e u,v € R. Para s > —1, consideramos
z=2(s) = (1 + s)u+wv. Sendo assim z = u+ w. Além disso definiremos

9(s) = f(z,u) [g (1 s)v] t Feu) — Fla,2).

Devemos mostrar que g(s) < 0 sempre que u # z. Para isso devemos considerar

alguns casos

i) Supondo uw = 0. Entdo z # 0 e portanto Pelo Lema 2.1, temos

ii) Assumindo v # 0. Se uz <0, seque, de v =z — (1 — s)u, e substituindo

em v na definicao de g acima que
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82

g(s) = f(z,u) {(5 +s)u+ (s+1)(z—(s+ 1)u)] + F(x,u) — F(x,2),

pelo Lema 2.1, wma vez que 5 f(x,u)u > F(z,u), seque

2

9(s) < f(,u) [(% Fout (s 4 1) (s + W 4w - Fe.2)

e por consequéncia do Lema 2.1 que f(x,u)z < 0 quando uz < 0, pois %f(x, w)u >

F(z,u) >0 temos

1
9(s) = 5(s* + s+ Df (@ wpu+ (s + 1) f (x,u)z = F(z,2) <0.
Portanto g(s) < 0 também para este caso.

iii) Por fim, suponha agora, uz > 0. Observe que
g(—1) = —%f(x,u)u + F(z,u) — F(x,v),
e por consequéncia do Lema 2.1, vem
—%f(x, wu+ F(z,u) <0,
€ com 18s0,

g(—1) = —%f(a:,u)u + F(z,u) — F(z,v) < —=F(z,v) <0 e lim g(s) = —oc.

§—00

Além disso, calculando a derivada da funcao real g, temos

/ . g(s+h)—g(s) fla,u) [z, 2)
g(s):hmg :uz< - )

h—0 h U z

(2.3)

Suponha que g atinja o mdximo em

[—1,00) em algum s com g(s) > 0. Entao
g (s) =0 eu=z por (2.3), e por (fs3)

g(s) = —=s*f(x,u)u < 0.

1
2
Seque que g(s) pode ser 0 se u = z ou seja, w = 0, mas deve ser negativo caso

contrario. Concluindo a demonstracao. [ |

A proposicao que apresentaremos a sequir garantird que o funcional em (3)

satisfaz a condigao (A2). A prova desse fato utilizard o Lema 2.2.
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Proposicao 2.1 Supondo que f satisfaz (f1) — (fs). Entao
(i) E(w)NM #0 para cada w € E\ (E°® E-)=E\ F.
(1) Se uw e M, entdo
O(u+w) < ®(u) sempre que u+ w € E(u),w # 0.

Consequentemente u é o Uunico mdzimo global de ¢|E(u)

Demonstragao: (i) Seja, w € E'\ F. Desde que pelo Lema 1.1 item iii), que
E(w) = E(w+/||w+||), sendo assim podemos supor sem perda de generalidade
que w € ST. Afirmamos que ® < 0 em E(w) \ Bgr(0), desde que R seja
suficientemente grande. Se nao fosse assim, encontrariamos uma sequéncia (uy)
tal que

|un]| = 00 e P(u,) > 0.

Considerando v, = u,/||u,| e como a esfera é fracamente compacta, temos
v, = v em E\F e usando o mesmo argumento por contradi¢ao como em (1.11),
agora para o funcional em (3), seque v = 0. Uma vez que v} € Et, podemos

escrever v = s,w com w € ST, assim
loa Il = lsnwll = sn,
limitada, e longe de 0. No entanto,
vt — sw, s> 0.
Contradi¢ao. Por (i) do Lema 2.1 e por
Lo 2
O(sw) = =5+ o(s”) quando s — 0,

2

seque que,

0< sup P < .
wEE(w)
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Uma vez que ® € fracamente semicontinuo superiormente em E(w) ed <0 em
E(w) NFE, o supremo € atingido em algum ponto uqy tal que ug # 0. Entdo ug é

um ponto critico de | Bw): COnsequentemente ug € M.

(i1) Seja a forma bilinear,

B('Ul,'UQ) = /(VU1V112 - )\vlvg)dx V1, Vg € FE.
Q

Para v € M, seja u+w € E(u) Entio u+w = (1 + s)u+v onde s > —1 e
v=1v"+v" € F. Notemos pela defini¢cao do funcional (2.3) que
1
O(u+w) — P(u) = §[B(u +w,u+w) — Bu,u)] + /(F(:c, u) — F(x,u+w))dx
Q0

= %[B((l +s)u+ v, (1+ s)u+v) — Blu,u)| + /Q(F(x,u) — F(z,u+ w))dx

e por propriedade da bilinear, seque

O(u+w)— (u) == ([(1+5)* = 1]B(u,u) + 2(1 + s)B(u,v) + B(v,v))

N | —

—i—/Q(F(m,u) — F(z,u+w))dx

= —@ + B(u, s(g + Du+ (14 s)v) + /Q(F(x,u) — F(z,u+ w))dx
-] +/Q(f(:1:,u)) 5 + Dut (14 )] +/Q(F(x,u) — F(w,u+ w))de

onde usamos o fato de que z := s(5 + 1)u+ (1 + s)v € E(u) e ainda,

0=3®"(u)z = Bu,2) — /Q f(x,u)zdz.

Uma vez que w € diferente de zero em um conjunto de medida positiva a ultima

integral € negativa de acordo com o Lema 2.2. Assim,

O(u+w) < O(u).

31



Estamos prontos para apresentar o principal resultado deste capitulo, o qual
vamos aplicar o método da variedade de Nehari generalizada, para isso precisamos
mostrar que o funcional associado ao problema em (2.1), verifica as condi¢oes
(A1) — (A3) dadas no capitulo 1, da variedade de Nehari generalizada, e mostrar
também as hipoteses do Teorema 1.1, apresentado mo capitulo 1, em que € o

resultado fundamental do método.

Teorema 2.1 Supondo que N\ > Ay, e f satisfazendo (f1) — (f1). Entdo o
problema em (2.1) possui uma solu¢ao ground state. Além disso, se f for impar,

entao o problema dado em (2.1) tem uma infinidade de pares de solugoes.

Demonstragao: Vamos primeiramente mostrar que a hipotese (Al) € satisfeita,
uma vez que o funcional ® pode ser escrito como em (3), resta mostrar que
I ¢é fracamente continuo para a conclusio da verifica¢ao de (Al). Para isso,
suponhamos que u, — u em H}(Q), os teoremas de imersao de Sobolev garantem
que H}(Q) — LI(Q) continuamente, assim u, — u em Li(Q). Dessa forma,

fazendo uso de (f1) e quando n — oo, temos

|F(x,u) — F(z,u,)| < / f(z,s)ds| < / a(1 + |s|"V)ds
isto €,
g g
|F(z,u) — F(z,u,)] < a <|u|  Jun| + % B !u;! ) o

O que implica
I(u) — I(u,) = /(F(m,u) — F(x,u,))dx — 0 quando n — oo.
Q

Fazendo uso do Lema 2.1, garantimos que a condi¢io (Al) é wvalida. Vamos
mostrar que o item (i) do Teorema (1.1) € walido. Decorre diretamente das

desigualdades de Holder e Poincaré, basta notar que,

|I'(u)v| = /Qf(x,u)vd$

/Q |f (2, w)[oldz < epllul[|[]l;
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isto é
@)l < cflull
Mostrando o item (i) do Teorema (1.1). Para verificarmos o item (i) do do

Teorema (1.1), basta notarmos que
I(spup) _/ F(x, spu,)u?
Q

un
dr — 0o
s2 (Sntiy)? ’

para um subconjunto fracamente compacto W 3 (u,). Para isso, podemos supor

a menos de subsequencia, u, — u em E\ {0} e u,(x) = u(z) ¢.t.p, definindo h;
para os pontos em que u(x) # 0 como
2

(sn1;)? Sn

em que € continua, logo mensurdvel e positiva, devido F'' > 0 pelo Lema 2.1. Do

lema de Fatou, temos

/liminfhjdxg/hjdx Vg
Q Q

2 2
/F(x,snu)u dr < / F(a:,snun)un’
Q 0

(spu)? (8nn)?

e por (fs), a integral da parte esquerda acima tende para o oo quando n —

e em particular,

00. Mostrando que € satisfeito o item (ii) do Teorema (1.1). Vamos entao
verificar que também € satisfeito o item (i1i) do Teorema (1.1). Novamente pelas

desigualdades de Holder e Paincaré, vem

[ (un) — I (w)]o] = /Q(f(fc,un)v — f(z, u)v)de

< [ 1) = sl
< ollf (2, un) — f@ w)l] ey 0]l
como || f(z,u,) — f(x,u)HL% — 0, o item (iii) estd verificado.

Por fim, a condigio (A2) € walida pela Proposicio (2.1), e (A3) na
demonstracao do Teorema 1.1. Em suma, fazendo wuso do Teorema 1.1,

juntamente com o Teorema A.2, e o resultado estd provado. [ ]
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Capitulo 3

Um problema do tipo
Schrodinger

Vamos comegar considerando o problema:

—Au+V(z)u= f(r,u), xRN
(3.1)
u(z) — 0, |z| = o0.
Conhecido como problema de Schridinger. Supondo V. € C(RNR), f €
C(RY x R,R) satisfazendo

(fi) Coma>0e2<q<2* com2 :=2N/(N —2) se N>3e2*:=00 caso
contrdrio, tais que

[f(zw)l <a(l+ul),

(f2) V, f sdo 1-periddicas em xy,...,xn, 0 € o(=A+V) e o(—A+V)N(—00,0) #
0,

(f3) f(x,u) = o(u) uniformemente em x quando u — 0,
(f1) u— f(x,u)/|u| € estritamente crescente,

(f5) F(z,u)/u* — oo uniformemente em x quando |x| — oo,
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Com o funcional associado dado por

1

D(u) = 5 /RN(|Vu|2 + V(z)u®)dw — /RN F(z,u)dx. (3.2)

Estamos com um problema no RY, em vez do Q limitado como foi visto
no problema em (2.1). Para o funcional em (3.2), a proposicio (2.1) ainda é
valida basta fazer as alteracoes sequintes. A diferenca aqui € que a integracdao
¢ no RN em wvez de Q, e na forma bilinear B(v1,v2) substituir —Avive por
V(z)vivy. Notemos ainda que apesar de que uma das hipdteses do Teorema 2.1
ser dimbE~ < oo, este fato nao foi usado na demonstracio da Proposicao 2.1,
assim podemos fazer uso da mesma. Feito isso, resta colocar o funcional em
(3.2) como em (A1), que serd feito através do Lema (3.1) para assim resolvermos
o Teorema 3.1 via minimizacao juntamente com Lema A.1 de P.L Lions’. Em
[12] foi mostrado que se f € impar em u e temos a condicio de Ambrosetti-
Rabinowitz, entao o problema ndao linear de Schrodinger tem uma infinidade
de solugoes geometricamente distintas, no entanto aqui vamos apenas provar a

existéncia de uma solucao de estado fundamental via minimizacao em M.

Lema 3.1 Supondo (f1) — (f5) e definindo a norma em E como

|ul|? == /RN(|VU\2 + V(z)u?)dz.

Entao
Jut || = flu”|* = / (IVul® + V(2)u®)dz.
]RN

Demonstragdo: Considerando ut = *32 e u™ = %5

Y tal que v € E. Notemos

u=u"+u" € E. Vamos calcular a norma de u™ e u~. Seque

2 2
Hu+H2:/ ‘v (“;“) d:zc+/ V() (“;’”) dx
RN RN

B |Vul?  VuVe |Vol? / u?  uwv v
_/RN<4 + 5 + 1 dx+RNV(x) 4+2—|—4
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de forma andloga

e Vul>  VuVv | [Vol? / v ouww  v?
|lu H_/]RN( 1 5 + 1 dr + RNV(x) 1 2—1—4 .

Por fim, calculando ||u™]|* — |Ju™||?, segue,

a2 = |2 = / VuVods + / V(@)uvds.
RN RN

em particular se u = v, temos

P = ol = [ 19uP+ [ Vientds
RN RN

Apresentaremos aqui o resultado principal deste capitulo, que é o Teorema
3.1. Em que vamos garantir a existéncia de solucao ground state para o problema
em (3.1). Para isso vamos mostrar inicialmente que sao satisfeitas (Al) — (A3),

para por fim combinar os argumentos da Proposicao 1.3

Teorema 3.1 Supondo (f1) — (fs). Entao o problema (3.1) possui uma soluc¢ao

ground state.

Demonstragao: Seja E = H'(RY), desde que (fs) acontece e E° = {0},

dimET = oo e pelo Lema 3.1 podemos escrever
/ (IVul® + V(z)u*)dz = [Ju*]* = [ju”|*.
RN

Portanto ® pode ser escrito como em (Al), e notando que F' > 0, I € fracamente
semi-continuo inferiormente onde vemos isso diretamente pelo Lema de Fatou

(apéndice), e fazendo uso da imersio continua H'(RN) — L2 (RY) garante a

loc

menos de subsequéncia u, — u em E entdo u, — uw em L} (RY), agora sim, pelo

Lema de Fatou

Up—U N Un—u

liminf/ F(a;,un)d:vZ/ limian(x,un)dxz/ F(z,u)dx.
RN R RN
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Portanto I € fracamente semicontinuo inferiormente. O Lema 2.1 implica que
(A1) € vdlido e (A2) pela Proposicio 2.1. E ainda (A3) e ¢ = infyp > 0 pela

demonstracao do Teorema 1.1.

Notemos agora que por (fs) para cada, € > 0 eziste C, tal que
uf < Ce=|f(z,u)] < elul

e por (f1)
|f (2, u)] < eful + Clul™". (3.3)

Resta entao combinar os argumentos da Proposicao 1.3. Considerando uma
sequéncia (PS) (wy,) para V. Entdo (u,) com u, = m(w,) é (PS) para ® pelo
Corolario 1.1. Assumindo

Unp

[

|un]| = 00 com v, =

Vemos como em (1.11), sequindo em v,, — 0 em E'\ F' depois de passar para uma

subsequéncia, e ainda
loll = len |l e flogl* + llog 1* = 1,

combinando,
loall® o ol fleall® _ 1 floal®

1
2 ~ o 9 T3

entdo |[vi|| > 1/v/2.

Sev=0cuv —0em LI(RY) e usando (3.3), entio para cada s > 0, temos

/ F(x,sv)dr — 0
RN

e portanto

2

2
d > ®(uy) = B(s, ) > B(svh) > % - / F(z, sul)dz — % (3.4)
RN

que é uma contradi¢ao para s > \/2d. Dessa forma v - 0. Por P.L. Lions

Lema A.1 s6 nos resta que

/ (v)*dx > 6 (3.5)
Bl(yn)



para algum § > 0, y, € RN e quase todo n. Desde que ® e M sao invariantes
por translagcdo da forma v = v(- — ), y € ZN, podemos assumir a translagdo
Vp = V(- — y,) para algum y, € ZV, que y, € limitada. Desde que v — vt

em L2 (RY), (pois se u, — u em E implica v, — u L} _(RY) e portanto

loc
un(x) — u(x) quase sempre, a menos de subsequéncia), assim, (3.5) implica
que vt # 0 e consequentemente v # 0, uma contradi¢do uma vez que o Lema de

Fatou garante

0< 2 (u)° _ 1 —/ Mvﬁ[dm — —o0 quando n — 0o. (3.6)
2 Jey w2

Mostrando que (u,) € limitada. Com isso podemos assumir u, — u q.s.
Consequentemente u é uma solugao de (3.1) possivelmente trivial (u=10). Se
u, — 0 em LY(RYN), entao por (3.3) e Holder e desigualdades de Sobolev vem

f (@, un)unde = o ([lunl]) -

RN

Entao

o[y 1) = @' (un)uy = [y ||* - /RN f @ un)uyde = lug [I* + o [lu;|1)-

Consequentemente u;f — 0 em E e

1 1 1
.. — i L2 -2 < 21 +12 —
i (u,) = tim it (Gl = 3l 7)) < 5 tim st 2 =0
contradizendo o fato de que infp ® > 0. Entdo u, - 0 em LI(RY) aplicando
novamente o Lema P.L Lions como em (3.5) neste momento sobre wu, e

como antes, podemos assumir a translacdo u,, se mecessario, u, — u # 0.

Consequentemente u € uma solug¢do nao trivial de (3.1), e em particular, u € M.

Ainda resta mostrar que ®(u) = ¢ := infy; . Uma vez que a menos de
subsequéncia que w, — u q.s., resta agora combinar o Lema de Fatou com a

defini¢cao do funcional, no que seque

e+ o(1) = D) — %@’(un)un _ /RN (%f(x, wn)un — F(z, un)> dz Vn
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> /RN (%f(as, W — Fla, u)) dz + (1)

= d(u) — %@’(u)u +o(1) = ®(u) + o(1).

Portanto, ®(u) < c¢. Concluindo a demonstragdo.
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Capitulo 4

Um Sistema nao Linear

Neste capitulo faremos agora uma aplicacao para um sistema nao linear, onde
a resolucao se dard de forma andloga com a aplicagao feita no capitulo 2, com

algumas alteragoes que serao apresentadas.

Consideremos o sequinte sistema:

;

—Auy = h(z,u), x €
—Auy = g(z,uq), x € (4.1)

uy = uy = 0. x € 0N.

\

Supondo que g, h satisfazem (f1)—(f1) do problema dado em (2.1), definamos
G(x,uy) := /Ou1 g(z,s)ds e H(w,up):= /0U2 h(z, s)ds.
e seja E = H}(Q) x H}(Q) e
D (u) = /QVul - Vugdx — /Q((G(x,ul)) + H(xz,uz))dx para u = (u1,us) € E.

Entio ® é C'(E,R) e pontos criticos de ® sao solugoes de (4.1).

Novamente como de costume jd feito nas aplicagoes anteriores, jd adianto que

a prova do Teorema abairo, vai se resumir em escrever o funcional ® da forma
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em (A1), onde I vamos escrever da sequinte forma:

I(u) :== /Q((G(x,ul)) + H(z,ug))dx. (4.2)

O resto € andlogo aos passos do problema dado em (2.1), com uma pequena

alteracao na demonstracao da Proposicao 2.1.

Vamos entao comecar fazendo a caracterizacao do funcional ® com o sequinte

Lema abaizo

Lema 4.1 Supondo (f1) — (f1) do problema dado em (2.1) com a norma || - || em
E definida por

|lu||* = /Q(|Vu1]2 + |Vusl?) para u = (uy,up) € E.

Entao
Jut |l = flu”]]? = /Q(!Vul!? + [Vus|?),

Demonstracao: De forma andloga ao Lema 3.1, notando que podemos escrever

cada uw € E como
+ -1 1
u=u"+u :§(u1+u2,u1+uQ)+§(u1—uQ,u2—u1) onde uT € ET.

P e fluT||* temos,

2
/
Q
ZZ/

Calculando as normas ||u

VUl +Vu2
'l = [ \#
Q

Vul + VU,Q 2

2

2 |VU1|2 |VU1VU2| |VU2|2 / |VU1|2 |VU1VU2| |VU2|2
||u|]—/ﬂ(4+ S hmi il R B G s S

e de maneira andloga

||u_||2 :/ |VU1|2 B |VU1VU2| + ’VU2|2 +/ |VU2’2 B |VU2VU1| + ’VU1|2
o\ 4 2 4 o\ 4 2 4

Por fim
et | — | = / (IVr Vesg] + [Vt Veur])
Q
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e por (4.3) abaizo, seque
o2 = I = [ (Vi + [T

Finalmente, vamos apresentar o ultimo Teorema deste trabalho, que € o
Teorema 4.1, onde vamos garantir a existéncia de uma solucdo ground state e
uma infinidade de pares de solugoes para o sistema dado em (4.1). A prova
desde resultado se dard de forma igual, a prova do Teorema 2.1. No entanto,
precisamos ajustar algumas passagens na demonstracao da Proposicao 2.1, para
assim termos a condi¢io (A2) satisfeita, para podermos fazer uso do Teorema

1.1. E assim concluir, nossa ultima aplicacao do método.

Teorema 4.1 Supondo g, h satisfazendo (f1) — (f1) do problema dado em (2.1).
Entao o sistema (4.1) possui uma solugdo ground state. Além disso, se g € impar
em uy e h € impar em us, entdo o problema em (4.1) possui infinitos pares de

solucgoes.
Demonstragao: A forma quadrdtica
u —> / Vuy - Vuadz
Q
¢ definida e E = E+ ® E~, onde
ET={u€ E :uy =Fu}. (4.3)

Entao dimET = oo. Vamos entdo escrever o funcional como em (Al), isto €,

pelo Lema 4.1, assim temos
1 1, _
B(u) = ot P = Sl P = I(w),

Notemos que I em (4.2) € fracamente semicontinuo inferiormente. Aqui o

restante da prova € exatamente igual a do Teorema 2.1. Assim a demonstrac¢ao
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ja estaria encerrada se nao fosse os sequintes ajustes na Proposi¢ao 2.1 item (ii)
para este funcional. Tais ajustes sequem: Uma vez que o Lema 2.2 € valido para

g e h, sequimos entao na Proposicao 2.1. Se u € M, entao
O(u+w) < B(u) sempre que u+w € E(u),w # 0.
ou melhor, podemos escrever
utw=(1+sut+v coms>—-leveE .

Assim, de forma andloga da prova da Proposi¢ao 2.1 item (ii), temos

O(u+w) — P(u) = — ||U2||
/ Vuy - + Dug + (14 s)vo]dx
/ Vuy -V + Duy + (1 + s)vy|dx

+/ (G(x,uy) — G(z,uy +wy) + H(z,us) — H(x,us + wy)) dr,
Q

assim

vl

2

O(u+w) — P(u) = — + /Q(g(x,ul)zl + G(z,uy) — G(z,uy + wy))de

+/(h(a:, ug)ze + H(x,ug) — H(x, ug + we))dx
0
POLS cOMo
s s
2 = 5(5 + Dug + (14 s)vy, 20 = 5(5 + Dug + (14 s)ve € E(u),

seque
0= (u)za2 = B(u, 2(1,2) — /[g(:v, uy)z1 + h(z, ug)z).
0

Desde que w = (wq,wy) # 0, no minimo uma das integrais acima € negativa,

portanto ®(u + w) < O(u).
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Portanto, pelo Teorema 1.1, o resultado esta provado.
[

Assim concluimos nossa ultima aplicacao do método da variedade de Nehari

generalizada.
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Apeéendice A
Resultados Importantes

Definicao A.1 (Fun¢ao Normalizagio). Uma funcao n € C(RT,RT) € dita

fungdo normalizagdo se, n € estritamente crescente, n(0) =0 e
n(s) = 400 quando s — +oc.

Teorema A.1 Ver em [11]. Se E tem dimensdio infinita, ¢ ® € C*(S,R) ¢
limitado inferiormente e satisfaz a condi¢io de Palais-Smale-(PS), entao ® tem

ifinitos pares de pontos criticos.

Lema A.1 Se (u,) ¢ uma sequencia (PS) para um funcional ® e limitada, entao

somente uma das alternativas ocorrem:
(i) up, — 0 em HY(RY)

(ii) existem (y,) CRY e R, B > 0 tais que

/ |u,|> > B> 0.
Br(yn)

Lema A.2 (Lema de Fatou) Se (f,) € M (X, X), entdo

/ (liminf f,dp) < liminf / fndp
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Teorema A.2 (Teorema 3 de [10]). Supondo que f é continua e satisfaz a

condi¢ao (2.2). Entao

(i) ® € CYH(Q)) e D'(u) = 0 se e somente se u € H(Q) é uma solugdo do

problema (2.1).

Teorema A.3 (Teorema 6 de [10]). Supondo que V', [ sao continuas V €
limitada e f satisfaz (3). Entdo

(i) ® € CYHY(RY),R) e ®'(u) =0 se, e somente se, u € H'(RYN) € solugdo de
(3.1)

Teorema A.4 (Desigualdade de Hdélder): Seja f € LP(Q) e g € LI(Y), com
%—i—%zl e p>1. Entao,
f-g€ L)

/Q .91z < 1Ly 19] 2oy

Teorema A.5 (Desiqualdade de Poincaré) Seja € um aberto limitado do RY.

Entao, existe uma constante C' = C(Q, p) tal que

1/p
[ull o) < C (/ |Vul? dx) L YueW,P(Q), 1<p< +oo.
Q
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